Liebe Teilnehmerinnen und Teilnehmer am Telekolleg,

der Vorkurs Mathematik des Telekollegs soll dazu dienen, mathematische Kenntnisse und Fertig-
keiten, die im Telekolleg als Voraussetzung benétigt werden, zu erwerben, aufzufrischen oder zu
vertiefen. In der Regel werden die Inhalte, die im Vorkurs behandelt werden, in der Schule vermit-
telt. Einiges davon ist Ihnen aber méglicherweise nicht mehr prasent oder es fehlt an Ubung. Die
Sendungen und dieses Lehrbuch, die aufeinander abgestimmt sind, sollen Sie bei der Wiederho-
lung unterstutzen.

Das Lehrbuch ist so aufgebaut und methodisch gestaltet, dass es nicht nur parallel zur Ausstrah-
lung der Sendungen genutzt werden kann, sondern auch spéater wahrend des laufenden Telekol-
legkurses gezielt eingesetzt werden kann, wenn bestimmte mathematische Kennt-nisse oder Fer-
tigkeiten gefordert sind, aber zu diesem Zeitpunkt nicht mehr sicher zur Verfligung stehen; zum
Beispiel das Ldsen einer quadratischen Gleichung im Rahmen der Differentialrechnung oder die
Berechnung eines Winkels in der Vektorrechnung.

Alle Lektionen dieses Buchs sind nach dem gleichen Schema aufgebaut.

— Ein kurzer Abschnitt ,Vor der Sendung“ am Anfang jeder Lektion stimmt Sie auf das Thema
ein und zeigt Ihnen, welche speziellen Vorkenntnisse Sie aus den vorangegangenen Lektionen
bendtigen, um die nachfolgende Lektion erfolgreich bearbeiten zu kénnen.

— In der anschlieBenden ,Ubersicht“ werden die Inhalte der Lektion in knapper Form dargestellt,
und man erfahrt, in welche Abschnitte die Lektion gegliedert ist.

— Am Ende jeden Abschnitts sind ,,Aufgaben® aufgefiihrt, mit denen Sie lhr Wissen testen und Si-
cherheit durch Ubung gewinnen kénnen. Sie miissen auf keinen Fall alle angebotenen Aufgaben
Iésen. Entscheiden Sie von Fall zu Fall, wie viel Ubung erforderlich ist.

— Am Ende des Buchs finden Sie die ,L6sungen” zu diesen Aufgaben. Sie dienen Ihnen zur Kon-
trolle, ob Sie richtig gerechnet haben.

Bei der Erstellung des Lehrbuchs sind praktische Erfahrungen mit Schwierigkeiten und Proble-
men, die Lernende in Mathematik haben, eingegangen. An zahlreichen Stellen wird in dem Buch
auf mégliche Fehlerquellen und ,,Stolperstellen“ hingewiesen und es werden ,Rezepte” fir sichere
L&sungswege empfohlen.

Ich habe mich bemiht, Ihnen den Weg zur Mathematik zu ebnen. Barbara Mathea hat mich dabei
fachlich und methodisch hilfreich unterstitzt. Sie hat insbesondere dazu beigetragen, die Lésun-
gen fehlerfrei zu machen. Vielen Dank.

Nun wiinschen wir lhnen einen guten Erfolg beim Telekolleg.

Ferdinand Weber



1. Mengen (N, Z, Q); Schnittmengen; Zahlengerade

Vor der Sendung

In dieser Lektion werden Grundkenntnisse zusammengestellt, die Sie in Ihrem Mathema-
tikunterricht in der Schule sicher erworben haben und nun wiederholen sollen. Es geht vor
allem um Zahlen und Zahlenmengen. Vorausgesetzt wird, dass Sie mit positiven Zahlen
rechnen kdnnen. Dazu gehort auch die Bruchrechnung. Sollten Sie dort Liicken vermuten,
besorgen Sie sich ein Schulbuch und rufen Sie sich die Rechenregeln wieder in Erinne-
rung.

Anders ist es mit den negativen Zahlen. Die Grundrechenarten fir negative Zahlen (Additi-
on, Subtraktion, Multiplikation und Division) werden in dieser Lektion erklart und gelbt.

Im Weiteren geht es um Zahlenmengen. Dabei werden Begriffe geklart, die Sie im Laufe
des Telekollegs immer wieder benétigen, wie nattrliche Zahlen, ganze Zahlen, rationale
Zahlen.

Von den Mengen werden nur diejenigen Begriffe behandelt, mit denen in den folgenden
Lektionen und Trimestern gearbeitet wird: Schnittmenge, Vereinigungsmenge und leere

Menge.
Ubersicht
1. Es wird erklart, was unter der Menge der rationalen Zahlen zu verstehen ist und welche

markanten Teilmengen davon einen eigenen Namen haben: Menge der natirlichen Zahlen
und Menge der ganzen Zahlen.

2. An der Zahlengeraden wird erklart, wie man rationale Zahlen addiert und subtrahiert.
Dabei wird vor allem auf die Rechenregeln fir negative Zahlen eingegangen.

3. Wie man rationale Zahlen multipliziert und dividiert, wird anschlieBend, ebenfalls an der
Zahlengeraden, gezeigt. Dabei stehen auch hier die negativen Zahlen im Vordergrund.

4. SchlieBlich wird an verschiedenen Zahlenmengen gezeigt, was unter Schnittmenge und
Vereinigungsmenge verstanden wird und warum man auf die leere Menge nicht verzich-
ten kann.



1.1

Die Menge der rationalen Zahlen

Die natiirlichen Zahlen

Zahlen dienen den Menschen seit jeher zum Beschreiben von Quantitaten (5 Apfel) und
GroBen (7 Meter) und zur Angabe, an der wievielten Stelle in einer Abfolge sich ein Objekt
befindet (erstes, zweites, drittes Stockwerk). Dabei haben die Menschen durch Erfahrun-
gen in ihrem Leben zu den Zahlen 0, 1, 2, 3, ..., einen natlrlichen Zugang — mehr als zu
Bruchzahlen und negativen Zahlen. Die Mathematiker sagen deshalb:

Die Zahlen 0, 1, 2, 3, 4, ... sind natiirliche Zahlen'.

Es gibt keine gréBte natirliche Zahl. Wenn jemand glaubt, er habe eine gréBte natirliche
Zahl gefunden, muss man nur 1 addieren, um ihn zu widerlegen.
Es gibt also unendlich viele natiirliche Zahlen.

Die Menge der natlrlichen Zahlen wird in der Mathematik mit N bezeichnet:
N ={0, 1, 2, 3, 4, ...}. Die Punkte deuten an, dass es keine groBte natlrliche Zahl gibt.

Haufig werden natirliche Zahlen am Zahlenstrahl veranschaulicht. Sie wissen ja, eine ge-
rade Linie, die einen Anfang und kein Ende hat, nennt man in der Geometrie: Strahl — im
Gegensatz zu einer Geraden, die keinen Anfang und kein Ende hat.
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Der Pfeil deutet darauf hin, dass die Zahlen am Zahlstrahl der Gr6Be nach von links nach
rechts geordnet sind und dass es unendlich viele natlrliche Zahlen gibt.

Die ganzen Zahlen

Die Tatsache, dass man mit den natlrlichen Zahlen nicht auskommt, merkt man schon
in vielen Situationen des téglichen Lebens. Wenn jemand mehr Geld ausgibt, als er hat,
macht er Schulden. Wenn die Temperatur unter den Gefrierpunkt fallt, beschreibt man dies
oft mit ,soundso viel” Grad unter Null. Es gibt viele weitere Beispiele und Situationen, zu
deren Beschreibung die natirlichen Zahlen nicht ausreichen.

Man fUhrt deshalb neue Zahlen ein, sogenannte negative Zahlen und bezeichnet sie mit
-1,-2,-3, ... (gelesen: minus eins, minus zwei, minus drei und so weiter).

Die Mathematiker begriinden die Einflhrung der negativen Zahlen auf einem héheren Ni-
veau. Sie stellen fest, dass allen Beispielen etwas gemeinsam ist: Immer soll eine Subtrak-
tionsaufgabe geldst werden, deren Ergebnis keine natirliche Zahl ist, z. B.:

50 €-70€, 3°C-4°C. Man sagt: Die Subtraktion ist in der Menge der natlrlichen Zahlen
nicht uneingeschrankt ausfihrbar.

1 In manchen Verdffentlichungen wéhlt man die 1 als kleinste natirliche Zahl. Die Zahl 0 gehért dann
nicht zu den naturlichen Zahlen.




Nimmt man die negativen Zahlen -1, -2, -3, ... zu den natlrlichen Zahlen dazu, so entsteht
die Menge der ganzen Zahlen.

Man bezeichnet die Menge der ganzen Zahlen mit Z:

Zz={...-3,-2,-1,0,1,2, 3, 4, ...}. Die Punkte deuten an, dass es keine kleinste und keine
groBte ganze Zahl gibt.

Zur Veranschaulichung der ganzen Zahlen muss man jetzt den Zahlenstrahl zur Zahlenge-
raden erweitern.
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Der Pfeil deutet auch hier darauf hin, dass die Zahlen an der Zahlgeraden der GroBe nach
von links nach rechts geordnet sind. Eine Zahl, die weiter links liegt, ist kleiner als eine
Zahl, die weiter rechts liegt, z. B.: 2 < 4, aber -2 > -4; -3 < 4, aber -3 > —4.

Das Zeichen < liest man ,,ist kleiner als”, das Zeichen > liest man ,ist groBer als“.

Im Gegensatz zu den negativen ganzen Zahlen, die links von Null liegen, bezeichnet man
die natirlichen Zahlen, die rechts von Null liegen, als positive ganze Zahlen. 0 gehért
demnach nicht zu den positiven ganzen Zahlen.

Wie man mit ganzen Zahlen rechnet, erfahren Sie im Abschnitt 1.2.

Die rationalen Zahlen

Sie haben schon in der Sendung gesehen, dass man beim Rechnen mit ganzen Zahlen an
Grenzen stoBt. Fragen wie ,Was ist die Hélfte von einem Ganzen?“ oder ,,Wie kann man
6 Apfel gerecht unter 4 Kinder aufteilen?“ zwingen zur Einflihrung weiterer Zahlen. Diesen
und vergleichbaren Fragen liegt zu Grunde, dass es zu bestimmten Divisionsaufgaben in
der Menge der ganzen Zahlen keine Lésung gibt, z.B. 1:2, 6:4.

Mit den Zahlen, die jetzt zu den ganzen Zahlen hinzukommen, sind Sie von der Schule her
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Nimmt man alle diese Zahlen, die positiven und die negativen, zu den ganzen Zahlen dazu,
so erhalt man die Menge der rationalen Zahlen.

Man bezeichnet die Menge der rationalen Zahlen mit Q.

vertraut: Es sind Zahlen, die durch Briiche dargestellt werden, z.B.

Veranschaulichen kann man die Menge der rationalen Zahlen gut an der Zahlengeraden.
Jede rationale Zahl hat einen ,,Platz“ auf der Zahlengeraden; praziser gesagt: Jeder ratio-
nalen Zahl lasst sich ein Punkt der Zahlengeraden zuordnen. Im folgenden Bild sind einige
rationale Zahlen eingetragen.
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Die Menge der rationalen Zahlen ist zunachst die umfassendste Menge von Zahlen, die
uns zur Verfiigung steht. Wenn wir also in dieser und den néachsten Lektionen von Zahlen
reden, meinen wir immer die rationalen Zahlen. In Lektion 8 wird sich das noch einmal



andern. Dann kommen die irrationalen Zahlen dazu und es entsteht die Menge der reellen
Zahlen.

Ein und dieselbe rationale Zahl kann ganz unterschiedlich geschrieben werden. Verglei-

chen Sie einmal die beiden Ausdriicke 1 und 0,5. Beide bezeichnen dieselbe Zahl. Im Bild

2
gesprochen: % und 0,5 kennzeichnen beide die Zahl, die auf der Zahlengeraden genau

zwischen 0 und 1 liegt. Sie sind nur verschiedene Zeichen fir dieselbe Zahl.

Das ist vergleichbar mit einer Person, die in verschiedenen Kleidern daherkommt, einmal
mit Jeans und Pullover und einmal mit Anzug bzw. Rock und Bluse. Es ist jedes Mal die-
selbe Person. Nur das AuBere hat sich geéndert.

So ist es auch bei Zahlen. Dem Punkt auf der Zahlengeraden, der genau zwischen 0 und 1
liegt, entspricht genau eine Zahl. Von dieser Zahl haben wir zwei verschiedene Darstellun-
gen betrachtet. Dieselbe Zahl zeigt sich aber gelegentlich noch in ganz anderen ,,Gewén-

dern“: 2 §, 4 und auch 50%. Auch 50% ist ein Zeichen fir diese Zahl.

4’6’8
Die Zahlenmengen im Uberblick:
Die nattrlichen Zahlen bilden eine Teilmen-
ge der Menge Z der ganzen Zahlen, und
die ganzen Zahlen bilden eine Teilmenge
der Menge Q der rationalen Zahlen.
NCZcCQ

nattrliche
Zahlen

9anze zan\e®
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Aufgaben zu 1.1

1.

Ordnen Sie folgende Zahlen der GroBe nach.

-3; 2,9; -5; 2,09; -4,9; —4,09; 2; -1,5; 0.5, —; 2; -L; [, 12

1.
2’2 24 3
Setzen Sie eines der Zeichen <, >, = jeweils in das leere Késtchen.
4 3 3 3 2 7
a) -35[ ]34 D) -5 ]2 c) _ED_Z d) ZD§ e) —§|:|—3




1.2
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Addition und Subtraktion rationaler Zahlen

Wir gehen davon aus, dass Sie das Addieren und Subtrahieren positiver rationaler Zahlen,
also insbesondere die entsprechenden Bruchrechenregeln, beherrschen. Dies wird ja in
der Schule intensiv gelibt und im taglichen Leben immer wieder angewendet.

Anders ist es mit den negativen rationalen Zahlen. Im Folgenden soll gezeigt werden, wie
man in der Menge der rationalen Zahlen addiert und subtrahiert.

1. Addieren und Subtrahieren an der Zahlengeraden

Wir beginnen mit einem einfachen Verfahren fiir das Rechnen mit negativen Zahlen. Mit
diesem Verfahren kdnnen Sie Alltagsprobleme, in denen negative Zahlen eine Rolle spielen,
I6sen und in der Algebra Rechenausdriicke vereinfachen und Gleichungen umformen.
Haufig trifft man beim Addieren und Subtrahieren von rationalen Zahlen auf Rechenaus-
drliicke wie 5-7; -3 + 8; -2 — 4. Solche Aufgaben lassen sich an der Zahlengeraden wie
folgt I16sen.

Man stellt sich vor, man steht auf der Zahlengeraden an dem Punkt der ersten Zahl ei-
ner solchen Aufgabe. Das folgende Zeichen + oder — in der Aufgabe gibt an, in welche
Richtung man laufen soll:

+ bedeutet: Laufen nach rechts.

— bedeutet: Laufen nach links.

Die zweite Zahl in der Aufgabe gibt an, um welche Strecke man laufen soll.

So landet man beim Ergebnis.

2+3=5 +3
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% 5 -4 3 2 - 0 1 3 4 5 6
-3+6=3 +6
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% -5 -4 3 2 - 0 1 2 3 4 5 6
1-3=-4 -3
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% -5 4 -3 2 - 0 1 2 3 4 5 6



2. Unterscheidung zwischen Vorzeichen und Rechenzeichen

Bei der Addition und Subtraktion rationaler Zahlen muss man, will man exakt sein, zwi-
schen Vorzeichen und Rechenzeichen unterscheiden. Zum Beispiel sind in der Aufgabe
(-3) + (-4) die beiden Minuszeichen, die vor den Ziffern 3 und 4 stehen, Vorzeichen, das
Pluszeichen ist das Rechenzeichen. Die Rechenvorschriften fir solche Aufgaben werden
im Folgenden anhand von Pfeilen an der Zahlengeraden hergeleitet. Da sich diese Aufga-
ben aber, wie im Abschnitt 3 gezeigt wird, auch mit den vereinfachten Regeln in Abschnitt
1 I16sen lassen, kdnnen Sie das Folgende auch Uberspringen und gleich zu Abschnitt 3
Ubergehen.

Wir folgen jetzt im Wesentlichen dem Vorgehen in der Sendung. Die rationalen Zahlen
werden als Pfeile an der Zahlengeraden dargestellt. Die Pfeile der positiven Zahlen weisen
nach rechts, die der negativen Zahlen nach links.

\/

-6 -5 -4 -3 -2 - 0 1 2 3 4 5 6
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h _3 +2

Addition

Veranschaulicht man die Addition positiver Zahlen, so ergibt sich folgende Regel: Man

muss an die Spitze des ersten Summanden den FuB3 des zweiten Summanden setzen. In

der Sendung wurde dies ,Spitze-FuB-Kopplung“ genannt. Der Ergebnispfeil weist dann

von dem FuB des ersten Summanden zur Spitze des zweiten.

(+2) + (+3) = (+5)
| |

v
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+2 o +3

+5
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Die Regel ,,Spitze-FuB-Kopplung* Uibertragen wir auf die Addition mit negativen Zahlen.

(-4) + (-2) = (-6)

% 5 4 3 2 - 0 1 2 3 4 5 6
< -2 -4
-6
Im Alltag: Man hat 4 € Schulden und es kommen noch 2 € Schulden dazu. Dann hat man
6 € Schulden.

v

<
<%

(-4) + (+7) = (+3)
| |

| | I | | |
% 5 -4 -3 -2 - 0 1 2

\
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+7

vy

+3

Im Alltag: Man hat 4 € Schulden und nimmt 7 € ein. Nach Rickzahlung der Schulden hat
man 3 € Guthaben.

11
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Subtraktion

Fir die Subtraktion mit Pfeilen kann man eine entsprechende Regel aufstellen: Man muss
an die Spitze des Minuenden (1. Zahl) die Spitze des Subtrahenden (2. Zahl) setzen. In
der Sendung wurde dies ,,Spitze-Spitze-Kopplung“ genannt. Der Ergebnispfeil weist dann
vom FuB des Minuenden zum FuB des Subtrahenden.

(+5) - (+2) = (+3)
| | |

\

|
T T T T T T T
-6 -5 -4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4 5 6

+5
R ——
+2
+3 o

Im Alltag: Man hat 5 € und gibt 2 € aus. Dann hat man noch 3 €.

(-2) - (+3) = (-9)
| | |
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Im Alltag: Man hat bereits 2 € Schulden und gibt noch 3 € aus. Dann hat man 5 € Schul-
den.

(—5|) - (—3)I =(-2) |

\

-6 -5 -4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4 5 6
D -5
N -3
—

Obwohl das Rechenzeichen ,,minus” auf das Vorzeichen ,minus*® trifft, kommt am Schluss
»mehr* heraus: (-2) ist gréBer als (-5). Kann man das auch mit Schulden erklaren? Es geht,
wenn auch etwas umsténdlich. Man hat 5 € Schulden. Der Glaubiger erlasst dem Schuld-
ner nun 3 € von den Schulden (minus 3 € Schulden), dann hat der Schuldner nur noch 2 €
Schulden.

Sie werden vielleicht fragen, ob man jedes Mal die Zahlengerade zeichnen oder sich vor-
stellen muss, wenn Additions- und Subtraktionsaufgaben mit rationalen Zahlen zu 16sen
sind. Sicher ist dies stets ein gutes Hilfsmittel. In der Regel treten aber im Alltag und auch
in der Mathematik Rechenausdriicke, in denen Vorzeichen und Rechenzeichen streng un-
terschieden werden muissen, nur selten auf. Deshalb werden im Folgenden die Regeln
fUr das Addieren und Subtrahieren auf das vereinfachte Verfahren, wie es im Abschnitt 1
dargestellt ist, zurlickgefihrt.



3. Vereinfachung von Rechenausdriicken, in denen Vorzeichen und Rechenzeichen
auftreten

Gelegentlich trifft man im Alltag oder in der Mathematik auf eine Aufgabe oder einen Re-
chenausdruck, in dem zwischen Vorzeichen und Rechenzeichen unterschieden wird oder
werden muss. Zum Beispiel sind in der Aufgabe (-3) + (-4) die beiden Minuszeichen, die
vor den Ziffern 3 und 4 stehen, Vorzeichen, das Pluszeichen ist das Rechenzeichen. Im
Folgenden wird gezeigt, wie sich Aufgaben dieser Art auf die in Abschnitt 1 dargestellte
vereinfachte Form zurlickflhren lassen.

Man hat verabredet, dass man bei Aufgaben zum Addieren und Subtrahieren einer positi-
ven Zahl das Vorzeichen + weglésst.

(+5) = (+7) heiBt vereinfacht: 5 -7

(-3) + (+8) heiBt vereinfacht: -3 + 8

Auch Aufgaben, in denen eine negative Zahl addiert oder subtrahiert wird, lassen sich ver-
einfachen. In der Sendung wurde fir die Vereinfachung von Rechenausdriicken folgende
Tabelle gezeigt, in der alle méglichen Falle aufgefiihrt sind.

Rechenzeichen Vorzgichen der wird zu Beispiel
zweiten Zahl
+ + + (+5) +(+3)=5+3
- - (+5) +(-3)=5-3
- + - +5)-(+3)=5-3
- - + (+5)-(-3)=5+3

Aufgaben zu 1.2

1.

Berechnen Sie ohne Taschenrechner:
a) (-5) + (-4) b) (+8)-(+12) c¢) (-6)-(-15) d) (-22) + (+13) €) (+34)-(-44)
f) +2,7)-(+4,5 g -1,2)+(-3,6) h) (-2,4)-(-2,4) i) (-2,4) + (-2,4)

Berechnen Sie ohne Taschenrechner:

a) 8-14 b) -12 -39 c) 24 +17 d) -46 + 59
e) 34-47 ) 26+12-8 g) 183-47+22 h) -7 + 19 - 23 + 32
) 6,4-79 k) -9,1-3,7 ) —4,4+6,2

Nehmen Sie zu folgender Erklarung eines Verkdufers Stellung:
»--- Im Tiefklhlschrank sind alle Tempe-
raturen immer unter Null. Wenn jetzt die
Temperatur z.B. 18° betrédgt, schaltet er
ein. Dann steigt die Temperatur bis z.B.
26°. Wenn diese Temperatur erreicht ist,
schaltet er ab. Dann féllt die Temperatur
wieder bis auf 18°.“
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